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RESUMO
Neste trabalho, estudamos um escalonamento de Horˇava-Lifshitz destinado a reescrever
uma eletrodinaˆmica que viola a invariaˆncia de Lorentz com operadores derivativos contro-
lados por um quadrivetor constante nµ. Esse me´todo foi usado inicialmente para escalonar
a lagrangiana de Maxwell e depois a lagrangiana de altas ordens derivativas, conhecida
como modelo Myers-Pospelov. Apo´s o processo de escalonamento, obtivemos que ambas
as lagrangianas sa˜o descritas em func¸a˜o de um expoente cr´ıtico z, que insere um cara´ter
anisotro´pico para ambas as teorias. Foram obtidos os propagadores de Feynman e as
relac¸o˜es de dispersa˜o para ambos os modelos. Devido ao cara´ter birrefringente atribu´ıdo
ao modelo de altas ordens derivativas, usamos os modos de propagac¸a˜o associados, como
as soluc¸o˜es por frequeˆncias, e efetuamos os ca´lculos de polarizac¸a˜o para determinar os
limites superiores de ocorreˆncias dos efeitos da quebra da invariaˆncia de Lorentz. Tais
operac¸o˜es esta˜o de acordo com as observac¸o˜es de exploso˜es de raios gama, mais espe-
cificamente, o evento GRB051218A. O paraˆmetro que controla a quebra da invariaˆncia
de Lorentz, apresenta-se superior em 8 (oito) ordens de magnitude, se comparado com
alguns resultados da literatura. O atraso temporal na propagac¸a˜o de dois fo´tons tambe´m
foi determinado.
Palavras-Chave: Teoria de Horˇava-Lifshitz, Violac¸a˜o da Invariaˆncia de Lorentz, Ex-
ploso˜es de Raios Gama.
ABSTRACT
In this work, we study a Horˇava-Lifshitz scaling which can be used to rewrite an elec-
trodynamics which breaks the Lorentz invariance with derivatives operators controlled by
a constant four-vector, nµ. This method was initially used to scale the Maxwell lagran-
gian and then the high orders derivatives lagrangian, known as Myers-Pospelov model.
After of the process, we obtained that both the lagrangian are described in terms of a
critical exponent z, which can be inserted as anisotropic character for both theories. The
of Feynman propagators and dispersion relations for both models were obtained. Due to
the birefringent character attributed to Myers-Pospelov model, we use the associate pro-
pagation modes, as solutions for frequencies, and we perform the polarization calculations
to determine the upper limits of occurrences related with effects of Lorentz invariance bre-
aking. Such operations are consistent with the recent observations of gamma-ray bursts,
more specifically, the GRB 051218A event. The parameter which controls of the Lorentz
invariance violation, it presents superior in eight (8) orders of magnitude, compared with
some results of literature. The time delay in the propagation of two photons was also
determined.
Key-words: Horˇava-Lifshitz theories, Lorentz Invariance Violation, Gamma-Ray Bursts.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
A invariaˆncia de Lorentz, composta pelas transformac¸o˜es de translac¸a˜o e de rotac¸a˜o,
juntamente com as propriedades da Mecaˆnica Quaˆntica, constituem a base da Teoria
Quaˆntica de Campos Moderna. Desde o seu estabelecimento, a invariaˆncia de Lorentz
tem se mantido inalterada diante de testes rigorosos: teo´ricos e experimentais [1]. Uma
grande prova do sucesso da invariaˆncia de Lorentz e´ que sua simetria, em conjunto com a
simetria de CPT, composta pelas transformac¸o˜es de Conjugac¸a˜o de Carga (C ), Paridade
(P ) e Reversa˜o Temporal (T ), funcionam como fundamentos do Modelo Padra˜o (MP)
da f´ısica de part´ıculas fundamentais (com simetria de calibre SU(3) × SU(2) × U(1)).
Entretanto, tais fatos na˜o asseguram que a invariaˆncia de Lorentz se realiza em todas as
escalas de energia.
Devido aos recentes melhoramentos na sensibilidade das observac¸o˜es terrestres e
astrof´ısicas, Kostelecky´ e Russell [2] e Liberati [3] veˆm, de forma gradativa, renovando
o interesse pela procura de efeitos que violam a invariaˆncia de Lorentz, em escalas de
baixas energias. A motivac¸o˜es que sustentam as investigac¸o˜es desses poss´ıveis efeitos
esta˜o ligadas a`s teorias que procuram oferecer uma descric¸a˜o quaˆntica consistente da
gravidade, como a teoria da Gravidade Quaˆntica [4] e a teoria de Cordas [5]. Essas
teorias admitem que a violac¸a˜o da invariaˆncia de Lorentz ocorre em escalas de energias
da ordem da energia de Planck, ou seja, MP ∼ 1019 GeV.
Em energias muito baixas, ating´ıveis pelos experimentos, a quebra de simetria ta˜o
fundamental como a de Lorentz, pode manifestar-se, por exemplo, na modificac¸a˜o da
relac¸a˜o de dispersa˜o para a propagac¸a˜o de part´ıculas conhecidas, tais como os fo´tons.
Isto conduz a descrever os efeitos que violam a invariaˆncia de Lorentz em baixas energias,
atrave´s de teorias de campos efetivas [6, 7], muito embora, a teoria da Gravidade Quaˆntica
ainda permanec¸a como fundamental.
A construc¸a˜o mais simples de tais teorias efetivas e´ a chamada de Extensa˜o do
Modelo Padra˜o, proposta por Colladay e Kostelecky´ [8]. Esse tipo de abordagem extende
9
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todos os setores da lagrangiana do Modelo Padra˜o pela incorporac¸a˜o de poss´ıveis operado-
res fenomenolo´gicos (paraˆmetros restringidos por dados observacionais) e renormaliza´veis
(ate´ a dimensa˜o-quatro) que violam explicitamente a invariaˆncia de Lorentz. Este tipo
de construc¸a˜o tanto se aplica no espac¸o-tempo de Minkowski [8] quanto no espac¸o-tempo
curvo [9].
Uma teoria, conhecida como extensa˜o do MP em altas ordens derivativas, base-
ada no uso de operadores na˜o-renormaliza´veis (de dimensa˜o cinco ou mais) que violam
a invariaˆncia de Lorentz no espac¸o-tempo de Minkowski, tem sido constru´ıda recente-
mente para os casos de fo´tons [9] e fe´rmions [10, 11] e representa uma generalizac¸a˜o do
assim chamado modelo Myers-Pospelov [12], que considera, em sua abordagem, somente
operadores na˜o-renormaliza´veis de dimensa˜o cinco.
Embora a construc¸a˜o de teorias efetivas com operadores derivativos e na˜o-renormali-
za´veis seja uma boa abordagem para descrever efeitos restritos a escala de Planck, seus
mecanismos podem, tambe´m, gerar problemas, como por exemplo, o aparecimento de
soluc¸o˜es fantasmago´ricas (Ghosts) e de instabilidades no conteu´do energe´tico, devido a
ac¸a˜o das altas ordens derivativas, bem como, problemas em usar certos refinamentos na
quantizac¸a˜o, devido ao cara´ter na˜o-renormaliza´vel do operador. Tais problemas podem
ser contornados por agregar tais teorias a`s propriedades de outras teorias que se propo˜em a
resolver problemas teo´ricos de quantizac¸a˜o, como o mecanismo de antissimetrizar as com-
ponentes espaciais e temporal, para resolver o problema da quantizac¸a˜o da Gravidade,
proposta por Petr Horˇava [13, 14] e por Visser [15].
Uma proposta de reescalonar o setor isotro´pico do campo de calibre do modelo de
Myers-Pospelov por um expoente cr´ıtico de Horˇava-Lifshitz, foi introduzida por Passos et
al. [16]. Neste trabalho, os autores discutem fenomenolo´gicamente a poss´ıvel emergeˆncia
dos efeitos da violac¸a˜o da invariaˆncia de Lorentz em escala de energia abaixo de uma escala
intermedia´ria, ΛHL ∼ 1010 GeV, fruto de um processo de separac¸a˜o entre comportamento
ultravioleta da escala de energia, decorrente do processo de escalonamento de Horˇava-
Lifishitz (a escolha da escala ΛHL, pode ser encontrada no tarbalho desenvolvido por
Pospelov e Shang [17]) e a ac¸a˜o da escala de Planck (MP), associada ao modelo de Myers-
Pospelov. Neste caso, as restric¸o˜es fenomenolo´gicas sobre a ocorreˆncia da violac¸a˜o de
Lorentz sa˜o obtidas pelo uso das recentes observac¸o˜es de exploso˜es cosmolo´gicas de raios
gama, evento GRB 041219A [18, 19, 20, 21, 22, 23].
De acordo com a proposta de Passos etal.[16], pretendemos estudar o procedimento
de reescalonamento de Horˇava-Lifshitz para o modelo de Myers-Pospelov de altas ordens
derivativas. Nosso principal objetivo e´ o de reformular os procedimentos que se propo˜em
a modificar as eletrodinaˆmica de Maxwell. Ale´m disso, pretendemos aprimorar algumas
te´cnicas fenomenolo´gicas destinadas a limitar os efeitos da violac¸a˜o da invariaˆncia de
Lorentz pelo uso das recentes observac¸o˜es astrof´ısicas de exploso˜es de raios gama.
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O presente trabalho de dissertac¸a˜o encontra-se organizado da seguinte forma: No
Cap´ıtulo 2, introduzimos a te´cnica de reescalonamento de Horˇava-Lifshitz para a eletro-
dinaˆmica de Maxwell. Obtemos o propagador do campo de calibre e consequentemente,
os modos de propagac¸a˜o das ondas eletromagne´ticas. No Cap´ıtulo 3, estudamos o rees-
calonamento de Horˇava-Lifshitz para o setor isotro´pico do setor do campo de calibre do
modelo de Myers-Pospelov. Tambe´m obtemos o propagador de Feynman e os modos de
propagac¸a˜o das ondas eletromagne´ticas associadas. No Cap´ıtulo 4, apresentamos uma
breve introduc¸a˜o a f´ısica de exploso˜es cosmolo´gicas de raios gama com eˆnfase para as re-
centes observac¸o˜es do evento GRB041219A. Estudamos tambe´m, ca´lculos de polarizac¸a˜o
e de atraso temporal na propagac¸a˜o de dois fo´tons. Neste caso, demonstramos como se
obter limites superiores para o paraˆmetro que controla a violac¸a˜o da simetria de Lorentz.
No Cap´ıtulo 5, apresentamos as nossas concluso˜es e as propostas de desenvolver novos
trabalhos.
Ao logo deste trabalho, adotamos o sistema de unidades naturais tal que c = ~ = 1.
Cap´ıtulo 2
Modelo de Maxwell-Horˇava-Lifshitz
Como e´ conhecido na literatura, a teoria da Relatividade Geral (com a constante
de acoplamento [G] = [M ]−2, onde [M ] representa a unidade de massa ) na˜o possui
consisteˆncia quaˆntica no regime do ultravioleta (UV). Assim, o procedimento de Horˇava-
Lifshitz apresenta-se como uma abordagem alternativa de compreender o comportamento
quaˆntico da teoria da Relatividade Geral, no regime UV [13]. O apelo principal e´ o de
que podemos introduzir uma assimetria entre o espac¸o e tempo. Neste caso, admite-
se que a dimensa˜o da coordenada temporal seja: [t] = [L]z (sendo [L] a unidade de
comprimento e z o expoente cr´ıtico de Lifshitz) e a dimensa˜o da coordenada espacial
seja dada como [~r ] = [L]. O efeito desta abordagem assime´trica e´ o de transformar os
principais acoplamentos constantes da teoria em acoplamentos adimensionais (depois de
uma escolha apropriada para o valor de z). Nesta abordagem desenvolvida por Horˇava
[13], mostrou-se que z ≥ 3 e´ suficiente para transformar a Relatividade Geral numa teoria
renormaliza´vel, no regime UV. Neste cap´ıtulo, estudamos a eletrodinaˆmica de Maxwell
submetida ao reescalonamento de Horˇava-Lifshitz. Para isso, discutimos a invariaˆncia de
calibre da teoria resultante e obtemos as equac¸o˜es de movimento, a relac¸a˜o de dispersa˜o
e o propagador da teoria. Todas essas quantidades foram escritas em func¸a˜o do expoente
cr´ıtico z.
2.1 O Rescalonamento Lifshitz
De acordo com Pospelov e Shang [17], uma modificac¸a˜o do tipo Horˇava-Lifshitz na
parte magne´tica do tensor de campo de Maxwell, pode ser escrita atrave´s da ac¸a˜o
SM,HL = −1
2
∫
dt d3~x
[
F0iF
0i − 1
2
Fij(−∆)(z−1)F ij
]
, (2.1)
12
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onde ∆ = −∂i∂i = ~∂ · ~∂. Neste caso, a me´trica usada e´ a de Minkowski, cuja assinatura
e´ diag(1,−1,−1,−1). Para a teoria Horˇava-Lifshitz (considerando [t] = [L]z e [~x] = [L]),
temos que
[∂t] = [L]
−z e [∂i] = [L]−1. (2.2)
Como a ac¸a˜o e´ adimensional, podemos verificar tambe´m que
[A0] = [L]
− 1
2
(z+1) e [Ai] = [L]
1
2
(z−3). (2.3)
Para z = 1, recuperamos a ac¸a˜o usual para o campo livre de Maxwell.
De acordo com Visser [15], as dimenso˜es podem ser reescalonadas da seguinte forma
t 7→ Λ(1−z)HL t; ∂t 7→ Λz−1HL ∂t; A0 7→ Λ
1
2
(z−1)
HL A0; Ai 7→ Λ
1
2
(1−z)
HL Ai; e MP 7→ Λz−1HL MP (2.4)
onde ΛHL e´ a escala de energia da teoria Horˇava-Lifshitz, cuja dimensa˜o pode ser ex-
pressa como [ΛHL] = [L]
−1. Apo´s este procedimento, as quantidades assumem dimenso˜es
conhecidadas como:
[t] = [L] e [∂t] = [A0] = [Ai] = [MP] = [L]
−1. (2.5)
Aplicando as relac¸o˜es (2.4) na Eq. (2.1), encontramos
SM,HL =
∫
d4x(LM,HL), (2.6)
onde LM,HL e´ a densidade de lagrangiana de Maxwell, reescalonada via o me´todo Horˇava-
Lifshitz, Podemos escreveˆ-la explicitamente como:
LM,HL = −1
2
[
F0iF
0i +
1
2Λ
2(z−1)
HL
Fij(−∆)z−1F ij
]
, (2.7)
onde F 0i = (∂0Ai−∂iA0) e F ij = (∂iAj−∂jAi), sa˜o as respectivas contribuic¸o˜es ele´tricas e
magne´ticas do tensor intensidade de campo eletromagne´tico. Este e´ o modelo investigado
por Pospelov e Shang [17].
2.1.1 Invariaˆncia de Calibre do Modelo
Em uma teoria de calibre, a exigeˆncia de que as transformac¸o˜es sejam globais e´
deixada de lado, e a lagrangiana possui uma simetria meramente local. Isso pode ser
visto como uma generalizac¸a˜o do princ´ıpio da equivaleˆncia da relatividade geral, onde
para cada ponto do espac¸o-tempo e´ permitido uma escolha de um referencial local.
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Para o caso da Eq.(2.7), a invariaˆncia de calibre do modelo pode ser examinada de
forma semelhante ao formalismo de Arnowitt-Deser-Misner para a gravidade de Lifshitz
[17, 24]. Na pra´tica, consideramos a seguinte decomposic¸a˜o dos campos:
A0, Ai = A
T
i + ∂iϕ (2.8)
de tal forma que a Eq.(2.7) se transforma como:
S =
1
2
∫
d4x
{
ATk
[(
∂2t + Λ
−2(z−1)
HL (−∆)z
)
ηik
]
ATi +
(
A0 + ϕ˙)∆(A0 + ϕ˙
)}
, (2.9)
o que torna expl´ıcita a seguinte simetria de calibre:
A0 → A′0 = A0 + ω˙, ϕ→ ϕ′ = ϕ− ω, (2.10)
assim como a simetria habitual Aµ → A′µ = Aµ + ∂µω.
2.2 Equac¸o˜es de Movimento
As equac¸o˜es de movimento podem ser determinadas a partir da equac¸a˜o de Euler-
Lagrange que e´ dada por [25]:
∂L
∂Aµ
− ∂ν ∂L
∂(∂νAµ)
= 0. (2.11)
Esta que pode ser decomposta primeiramente para o campo A0:
∂L
∂A0
− ∂0 ∂L
∂(∂0A0)
− ∂j ∂L
∂(∂jA0)
= 0, (2.12)
E depois para o campo Ai, como:
∂L
∂Ai
− ∂0 ∂L
∂(∂0Ai)
− ∂j ∂L
∂(∂jAi)
= 0. (2.13)
Aplicando as Eqs.(2.12) e Eq.(2.13) na lagrangiana da Eq.(2.7), encontramos
∂j
∂
∂(∂jA0)
[
−1
2
F0iF
0i
]
= ∂iF
0i = 0. (2.14)
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Ale´m disso, podemos verificar que:
∂0
∂
∂(∂0Ai)
[
− 1
2
F0iF
0i
]
+ ∂j
∂
∂(∂jAi)
[
− 1
4Λ
2(z−1)
HL
Fab(−∆)(z−1)F ab
]
=
= −∂0F 0i + (−∆)
(z−1)
Λ
2(z−1)
HL
∂iF
ij = 0. (2.15)
Portanto, para o modelo Maxwell-Horˇava-Lifshitz, as equac¸o˜es de movimento sa˜o dadas
por:
∂iF
0i = 0 e − ∂0F 0i + (−∆)
(z−1)
Λ
2(z−1)
HL
∂iF
ij = 0, (2.16)
ou, em termos dos campos ele´trico (F 0i = −Ei) e magne´tico (F ij = −ijkBk), respectiva-
mente, sa˜o dadas por:
~∇ · ~E = 0 (2.17a)
∂ ~E
∂t
− (−∆)
(z−1)
Λ
2(z−1)
HL
(~∇× ~B) = 0. (2.17b)
As equac¸o˜es de Maxwell restantes podem ser obtidas pelo tensor dual do tensor intensidade
de campo eletromagne´tico. O expeoente cr´ıtico afeta apenas a Lei de Ampe`re-Maxwell.
2.3 O Propagador do Campo de Calibre
O ca´lculo do propagador do fo´ton, a partir da lagrangiana de Maxwell, requer a
introduc¸a˜o de um termo de fixac¸a˜o de calibre para que o propagador seja determinado de
maneira un´ıvoca. Logo, considerando a Lagrangiana (2.7), adaptamos o termo de fixac¸a˜o
de calibre dado por
LFC = −1
2
[
(∂0A0)
2 +
1
Λ
2(z−1)
HL
(−∆)(z−1)(∂iAi)2
]
, (2.18)
de modo que
LMHL = −1
2
{
F0iF
0i + (∂0A0)
2 +
1
2Λ
2(z−1)
HL
[
Fij(−∆)z−1F ij + 2(−∆)(z−1)(∂iAi)2
]}
.
(2.19)
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Usando agora a condic¸a˜o calibre: A0 = 0 [17], associada com algumas integrac¸o˜es por
partes, teremos que a Eq.(2.19) reduz-se a:
S =
1
2
∫
d4x Ai
{[
∂2t + Λ
−2(z−1)
HL (−∆)z
]
ηij
}
Aj. (2.20)
Neste ponto, iremos determinar o propagador do fo´ton associado com a ac¸a˜o dada
pela Eq.(2.20). Formalmente, o termo entre colchetes (nu´cleo da ac¸a˜o da Eq.(2.20))
aplicado a uma func¸a˜o Green, nos leva ao propagador de Feynman. Aqui, optamos por
um procedimento mais informal pelo qual indentificamos o operador cine´tico do fo´ton
como
(∆−1F )ik =
[
∂2t + Λ
−2(z−1)
HL (−∆)z
]
ηik, (2.21)
o qual pode ser escrito no espac¸o dos momentos (em nossa notac¸a˜o ~k2 = |~k|2 = k2), como:
(∆−1F )ik(k) =
[
−ω2 + Λ−2(z−1)HL k2z
]
ηik. (2.22)
Esse resultado nos conduz a escrever a seguinte identidade:
(∆−1F )ik(k)(∆F )
kl(k) = iδli, (2.23)
onde (∆F )
kl(k) corresponde ao propagador de Feynman que pode ser previsto pelo Ansatz
espec´ıfico:
(∆F )
kl(k) = −A ηkl. (2.24)
Isto implica primeiramente em[
ω2 − Λ−2(z−1)HL k2z
]
A δli = iδli (2.25)
e depois no seguinte resultado
A = i(
ω2 − Λ−2(z−1)HL k2z
) . (2.26)
A partir das Eqs.(2.24) e (2.26) obtemos que o propagador de Feynman e´:
(∆F )
kl(k) = − iη
kl(
ω2 − Λ−2(z−1)HL k2z
) . (2.27)
Note que em z = 1, recuperamos o propagador de Feynman usual do campo eletro-
magne´tico no calibre de Coulomb [26].
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2.4 Modos de Propagac¸a˜o de Ondas
Os modos de propagac¸a˜o das ondas eletromagne´ticas, como as frenqueˆncias e as
velocidades de grupo, sa˜o usualmente obtidos atrave´s da relac¸a˜o de dispersa˜o das on-
das. Essa quantidade pode ser diretamente obtida pelo denominador do propagador de
Feynman associado (Eq.(2.27)), quando submetido a uma equac¸a˜o de auto-valores. Dessa
forma, teremos que
ω2 − Λ−2(z−1)HL k2z = 0. (2.28)
Logo, resolvendo a Eq.(2.28), devemos encontrar as seguintes soluc¸o˜es em func¸a˜o das
frenqueˆncias:
ωλ =
λ kz
Λ
(z−1)
HL
, (2.29)
onde λ representa as duas polarizac¸o˜es, ou seja, λ = ±1. Para z = 1, obtemos as soluc¸o˜es
do caso usual [25].
A velocidade de grupo associada e´:
vgλ =
dωλ
dk
= zλ
(
k
ΛHL
)z−1
. (2.30)
Em z = 1, a quantidade permanece constante. Por outro lado, para z > 1 temos que a
velocidade de grupo torna-se dependente da energia.
Cap´ıtulo 3
Modelo de Maxwell-Myers-Pospelov-
Horˇava-Lifshitz
O estudo das derivadas de ordens mais elevadas, no cena´rio da variac¸a˜o da in-
variaˆncia de Lorentz, foi inicialmente proposto por Myers e Pospelov [12]. O modelo de
Myers e Pospelov corresponde a uma teoria de campos efetiva, destinada a descrever efei-
tos exclusivos da escala de Planck, MP ∼ 1019GeV, ou seja, efeitos associados a escala do
UV [12].
Na pra´tica, este procedimento introduz operadores derivativos de dimensa˜o-cinco,
ao longo de um quadri-vetor constante nµ na˜o-dinaˆmico, interagindo com campos esca-
lares, fe´rmions e fo´tons. Para o campo eletromagne´tico, eles proporam uma modificac¸a˜o
no seguinte termo de CPT-´ımpar, de modo que:
SMP = − ξ
MP
∫
d4xnαFαδn
γ∂γnβF˜
βδ, (3.1)
onde ξ e´ um paraˆmetro adimensional, α, β, γ, δ = 0, 1, 2, 3, Fαβ = (∂αAβ − ∂βAα) e
F˜ βδ = 1
2
εβδρσFρσ. Nesse caso, optamos por escolher a natureza do quadi-vetor nµ como
puramente tipo-tempo nµ = (n0 ≡ 1,~0 ), o qual pode nos conduzir a uma anisotropia
espacial no espac¸o-tempo. Para tanto, realizando uma integrac¸a˜o por partes na Eq.(3.1)
e utilizando a identidade de Bianchi, ∂[αFβγ] = 0, obteremos que:
SMP = − ξ
2MP
∫
d4x εijkAi∂
2
t Fjk, com ε
ijk ≡ ε0ijk. (3.2)
Onde os ı´ndices i, j e k indicam os componentes espaciais (1, 2, 3) e Fij e´ o componente
espacial do tensor intensidade do campo eletromagne´tico.
A partir da Eq.(3.2), temos que a invariaˆncia de Lorentz e´ quebrada em torno
da escala MP. Regime este que pode apresentar diversas abordagens para o modelo,
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tanto no ponto de vista teo´rico quanto fenomenolo´gico. Ale´m disso, teoria desta natureza
pode apresentar problemas relacionados com operadores na˜o-renormaliza´veis, violando a
simetria de Lorentz.
Neste cap´ıtulo, vamos considerar o processo de reescalonamento de Horˇava-Lifshitz
e reescrever a Eq.(3.2) em func¸a˜o do expoente cr´ıtico z. Neste caso, discutiremos a
invariaˆncia de calibre da teoria resultante, obteremos as equac¸o˜es de movimento, a relac¸a˜o
de disperc¸a˜o e o propagador da teoria com seus repectivos modos de propagac¸a˜o. Todas
essas quantidades sera˜o escritas em func¸a˜o do expoente cr´ıtico z.
3.1 O Modelo de Myers-Pospelov-Horˇava-Lifshitz
Assim como o caso da Lagrangiana de Maxwell, visto no cap´ıtulo anterior, reescre-
vemos a Eq.(3.2) na forma
SMP,HL = − ξ
2MP
∫
dtd3~x εijkAi∂
2
t (
√−∆ )(z−1)Fjk, (3.3)
onde a dimensa˜o da massa de Planck em relac¸a˜o ao expoente cr´ıtico e´ [MP] = [L]
−z.
Agora, usando a definic¸a˜o da escala de energia Horˇava-Lifshitz (ΛHL), dada pelas relac¸o˜es
(2.4), cujas unidades sa˜o expressas na forma [ΛHL] = [L]
−1, podemos reescrever a Eq.(3.3)
como:
SMP,HL = −1
2
∫
d4x
[
ξRHLP
(ΛHL)z
εijkAk∂
2
t (
√−∆)(z−1)Fij
]
. (3.4)
onde RHLP e´ a raza˜o entre a escala de Horava-Lifshitz ΛHL e a escala de Planck MP,
isto e´, RHLP =
ΛHL
MP
. Esta relac¸a˜o pode ser considerada muito pequena (na ordem de
RHLP ∼ 10−9), sendo uma nova maneira de quebrar explicitamente a supersimetria, sem
precisar reintroduzir o ajuste fino como nos processos de correc¸o˜es quaˆnticas [17, 27].
A partir das Equac¸o˜es (2.7) e (3.4), podemos construir uma eletrodinaˆmica que
viola a simetria de Lorentz, com o reescalonamento Horˇava-Lifshitz, cuja ac¸a˜o e´ dada
por:
S = −1
2
∫
d4x
[
F0iF
0i +
1
2Λ
2(z−1)
HL
Fij(−∆)z−1F ij + ξRHLP
(ΛHL)z
εijkAk∂
2
t (
√−∆ )z−1Fij
]
.
(3.5)
Esse modelo e´ composto tanto pelo reescalonamento de Horˇava-Lifshitz quanto pelos ter-
mos que violam a invariaˆncia de Lorentz. Observe que para ξ → 0 em z = 1, recuperamos
a eletrodinaˆmica em sua forma usual.
A invariaˆncia de calibre desse modelo, Eq.(3.5), pode ser examinada de forma
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semelhante ao formalismo utilizado no caso do cap´ıtulo anterior. Nesse caso, primeiro
submetemos o modelo a seguinte decomposic¸a˜o dos campos: A0 e Ai = A
T
i + ∂iϕ. De tal
forma que podemos reescrever a ac¸a˜o (3.5) como:
S =
1
2
∫
d4x
{
ATk
[(
∂2t + Λ
−2(z−1)
HL (−∆)z
)
ηik
+2ξRHLP (ΛHL)
−zεijk∂2t (
√−∆)(z−1)∂j
]
ATi + (A0 + ϕ˙)∆(A0 + ϕ˙)
}
. (3.6)
O que a torna invariante diante da transformac¸a˜o de calibre, dada pela Eq.(2.10), como
se estivesse sido aplicada a transformac¸a˜o de calibre usual: Aµ → A′µ = Aµ + ∂µω.
3.2 O Propagador do Campo de Calibre
Assim como fizemos na sec¸a˜o 2.3, nesta sec¸a˜o obtemos o propagador de Feynman
associado a Eq.(3.5) com quebra expl´ıcita da simetria de Lorentz. Para isso, consideremos
a presente ac¸a˜o adicionada do termo de fixac¸a˜o de calibre, Eq.(2.18), para 1→ λ, onde λ
agora e´ um paraˆmetro arbitra´rio, de modo que a ac¸a˜o resultante e´:
S = −1
2
∫
d4x
{
F0iF
0i + λ(∂0A0)
2 +
1
2
Λ
−2(z−1)
HL
[
Fij(−∆)z−1F ij + 2λ(−∆)(z−1)(∂iAi)2
]
−1
2
ξRHLP
(ΛHL)
z ε
ijkAk∂
2
t
(√−∆)z−1 Fij} . (3.7)
Usando o me´todo da integrac¸a˜o por partes em conjunto com a condic¸a˜o de calibre A0 = 0,
podemos reescrever a ac¸a˜o, Eq.(3.7), como:
S =
1
2
∫
d4xAi
{[
∂2t + Λ
−2(z−1)
HL (−∆)z
]
ηik + (1− λ)Λ−2(z−1)HL (−∆)(z−1)∂i∂k
−2ξRHLP (ΛHL)−z∂2t (
√−∆)(z−1)εijk∂j
}
Ak. (3.8)
Nesse caso, a partir da Eq.(3.8), podemos identificar o operador cine´tico na˜o-covariante
associado a esta ac¸a˜o como:
(
∆ˆ−1F
)
ik
=
[
∂2t + Λ
−2(z−1)
HL (−∆)z
]
ηik + (1− λ)Λ−2(z−1)HL (−∆)(z−1)∂i∂k
−2ξRHLP
(ΛHL)z
∂2t (
√−∆)(z−1)εijk∂j, (3.9)
que, no espac¸o dos momentos (usando a notac¸a˜o ~k 2 = |~k|2 = k2), tambe´m pode ser escrito
como: [
∆ˆ−1F (k)
]
ik
= A1ηik + B1kikk + C1εijkkj, (3.10)
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onde
A1 =
[
−ω2 + Λ−2(z−1)HL k2z
]
,
B1 = (1− λ)Λ−2(z−1)HL k2(z−1),
C1 = −2iξRHLP (ΛHL)−zω2k(z−1). (3.11)
Neste ponto, vamos iniciar o processo do operador acima o qual resultara´ no pro-
pagador de Feynman modificado. A Eq.(3.10), quando aplicada a uma func¸a˜o Green, nos
leva ao propagador de Feynman, o qual pode ser calculado a partir da relac¸a˜o
[
∆−1F (k)
]
ik
[∆F (k)]
il = iδlk. (3.12)
onde [∆F (k)]
il e´ a quantidade a ser obtida. Para tanto, consideremos primeiramente o
Ansatz
[∆F (k)]
il = −A2 ηil + B2kikl + C2εimlkm. (3.13)
Agora, aplicando as Equac¸o˜es (3.10) e (3.13) na Eq.(3.12), esta tomara´ a seguinte forma
expl´ıcita
−(A1A2)δlk + (A1B2)kkkl + (A1C2) ηikεimlkm − (B1A2)kkkl − (B1B2)k2kkkl
−(C1A2)ηilεijkkj + (C1C2)(kkkl − k2δlk) = iδlk. (3.14)
A partir da Eq.(3.14), obtemos que:
[(A1A2) + (C1C2)]δlk = −iδlk, (3.15a)
[(A1C2)− (C1A2)]ηilεijkkj = 0, (3.15b)
[(A1B2)− (B1A2)− (B1B2)k2 + (C1C2)]kkkl = 0. (3.15c)
A resoluc¸a˜o do sistema de equac¸o˜es acima, nos fornece os seguintes resultados
A2 = − iA1
(A1)2 + (C1)2k2 , (3.16a)
B2 = i[(C1)
2 − B1A1]
(A1 − B1k2)[(A1)2 + (C1)2k2] , (3.16b)
C2 = − iC1
(A1)2 + (C1)2k2 . (3.16c)
Inserindo as Equac¸o˜es (3.16a), (3.16b) e (3.16c) na Eq.(3.13), encontramos que:
[∆F (k)]
il =
i
[(A1)2 + (C1)2k2
[
A1ηil + [(C1)
2 − B1A1]kikl
(A1 − B1k2) − C1ε
imlkm
]
. (3.17)
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Finalmente, a forma expl´ıcita do propagador modificado associado a Eq.(3.17) para
a condic¸a˜o λ = 1, isto e´, B1 = 0, pode ser dada por
[
(∆ˆF (k)
]il
= − i
Dˆ(k)
[ω2 − Λ−2(z−1)HL k2z] ηil −
[
2ξRHLP(ΛHL)
−zω2k(z−1)
]2[
ω2 − Λ−2(z−1)HL k2z
] kikl
−2iξRHLP(ΛHL)−zω2k(z−1)εimlkm
}
, (3.18)
onde
Dˆ(k) =
[
ω2 − Λ−2(z−1)HL k2z
]2
− 4(ξRHLP )2(ΛHL)−2zω4k2z. (3.19)
E´ interessante perceber que quando z = 1 temos que as Eqs. (3.18) e (3.19) apenas
recuperam o propagador associado a` lagrangiana eletromagne´tica de Myers-Pospelov no
calibre de Coulomb [28]. Por outro lado, para ξ = 0 tambe´m recuperamos o propagador
de Feynman obtido no cap´ıtulo anterior.
3.3 Modos de Propagac¸a˜o das Ondas
Como vimos na Sec¸a˜o anterior, a Eq.(3.19) corresponde ao determinante do ope-
rador associado a equac¸a˜o de movimento da teoria em questa˜o. Considerando Dˆ(k) = 0,
isto representara´ a relac¸a˜o de dispersa˜o das ondas eletromagne´ticas. Portanto, sua forma
na˜o-covariante e´ dada por:[
ω2 − Λ−2(z−1)HL k2z
]2
− 4(ξRHLP )2(ΛHL)−2zω4k2z = 0. (3.20)
Ou ainda, [
ω2 − Λ−2(z−1)HL k2z
]
− 2λ(ξRHLP )(ΛHL)−zω2kz = 0. (3.21)
Para derivarmos um conjunto de restric¸o˜es sobre violac¸a˜o da invariaˆncia de Lorentz
a partir dos efeitos de birrefringeˆncia do va´cuo, usando observac¸o˜es espec´ıficas de exploso˜es
de raios gama, temos que resolver a relac¸a˜o de dispersa˜o, Eq.(3.21), obtendo as soluc¸o˜es
de frequeˆncia. Essas soluc¸o˜es sa˜o dadas por:
ωλ =
kz
Λ
(z−1)
HL
√
1− 2λξRHLP (ΛHL)−zkz
. (3.22)
E´ poss´ıvel observar que as soluc¸o˜es para a Eq.(3.22) reproduzem os valores usuais no
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limite ξ → 0 em z = 1. Ja´ para ξ 6= 0 em z = 1, temos que:
ωλ =
k√
1− 2λξM−1P k
. (3.23)
Essas soluc¸o˜es podem ser associadas com os efeitos produzidos pelos operadores de di-
mensa˜o cinco, atrave´s do modelo Myers-Pospelov [12, 29]. Agora, realizando uma ex-
pansa˜o na Eq.(3.22), obtemos que
[
1 +
(−2λξRHLPkz
(ΛHL)z
)]− 1
2
= 1 +
λξRHLPk
z
(ΛHL)z
· · · . (3.24)
Assim, a partir da condic¸a˜o kz  1/2ξRHLP (ΛHL)−z, encontramos que:
ωλ ≈ k
z
(ΛHL)(z−1)
+
λ(ξRHLP )k
2z
(ΛHL)2z−1
. (3.25)
Esta relac¸a˜o pode ser considerada como soluc¸o˜es aproximadas associadas com a seguinte
relac¸a˜o de dispersa˜o modificada:
ω2 − k
2z
(ΛHL)2(z−1)
− 2λ(ξRHLP )
(ΛHL)3z−2
k3z = 0. (3.26)
Para z = 1, recuperamos as modificac¸o˜es cu´bicas [12]. Para z > 1, encontramos novas
expresso˜es, devido a` influeˆncia direta do expoente cr´ıtico de Lifshitz.
Considerando-se apenas as soluc¸o˜es dadas pela Eq.(3.26), que pode ser decomposta
em dois setores como:
ω(k)→ ωnb(k) + ωb±(k), (3.27)
onde [ωnb(k)] e´ um setor na˜o-birrefringente e [ωb±(k)] e´ um setor birrefringente. O setor
na˜o-birrefringente e´ dado por
ωnb(k) = −k + k
z
(ΛHL)z−1
. (3.28)
Observa-se que para z = 1, a quantidade na˜o-birrefringente desaparece. No entanto, para
z > 1, a relac¸a˜o de dispersa˜o pode ser associada com um modelo espec´ıfico que quebra a
invariaˆncia de calibre [17]. O setor birrefringente pode ser expresso como:
ωb±(k) = k ±
(ξRHLP) k
2z
(ΛHL)2z−1
. (3.29)
Este resultado nos leva a uma rotac¸a˜o da polarizac¸a˜o durante a propagac¸a˜o dos fo´tons
linearmente polarizados . De acordo com a Eq.(3.29), para o expoente cr´ıtico de Lifshitz
z = 1, encontramos uma correc¸a˜o na ordem de ξ(MP)
−1k2 que corresponde aos operadores
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de dimensa˜o-cinco. Para z = 2, encontramos correc¸o˜es na ordem de ξ(MP)
−1(ΛHL)−2k4
associadas aos operadores de dimensa˜o-sete. Ale´m disso, se considerarmos um expoente
cr´ıtico intermedia´rio z = 3/2, encontramos uma correc¸a˜o na ordem de ξ(MP)
−1(ΛHL)−1k3,
associada com os operadores de dimensa˜o-seis.
A relac¸a˜o de dispersa˜o dada pela Eq.(3.29) conduz a uma velocidade da luz modi-
ficada para o fo´ton com momento k, dada por.
vg =
dωb±
dk
= 1± 2z (ξRHLP)
[
k
ΛHL
]2z−1
. (3.30)
Quando fazemos ξ = 0, temos fo´tons luminais, ou seja, propagac¸o˜es na fronteira do cone
de luz. Para ξ < 0, temos fo´tons subluminais, ou seja, propagac¸o˜es dentro do cone de luz.
Para ξ > 0, temos os fo´tons superluminais, isto e´, propagac¸o˜es fora do cone de luz, setores
nos quais as causas e os efeitos sa˜o perdidos. Estes resultados independem do valor do
coeficiente cr´ıtico de Lifshitz.
Cap´ıtulo 4
Limites Fenomenolo´gicos para
Violac¸a˜o da Invariaˆncia de Lorentz
Observac¸o˜es astrof´ısicas, que medem o grau de polarizac¸a˜o da velocidade de pro-
pagac¸a˜o de fo´tons, teˆm sido consideradas como possibilidades de inferir sobre a ocorreˆncia
de ”pequenas”violac¸o˜es da invariaˆncia de Lorentz na natureza. Aqui, estudamos poss´ıveis
restric¸o˜es ao paraˆmetro ξ (que viola a invariaˆncia de Lorentz) sobre o efeito do expoente
cr´ıtico de Lifshitz. Neste sentido, consideramos as recentes determinac¸o˜es de exploso˜es
de raios gama, em particular, dados relacionados ao evento denominado GRB191204A,
atrave´s dos quais se observou um grau elevado de polarizac¸a˜o da radiac¸a˜o emitida. Junta-
mente a isto, usamos o valor obtido para a restric¸a˜o de ξ e calculamos o atraso temporal
entre o voo de dois fo´tons emitidos da fonte ate´ o observador.
4.1 Exploso˜es de Raios Gama: Evento-GBR191204A
As chamadas exploso˜es co´smicas de raios gama (GRBs - Gamma-Ray Burst) sa˜o
fenoˆmenos que emitem a maior quantidade de energia por unidade de tempo (poteˆncia de
emissa˜o de radiac¸a˜o) no universo. Uma u´nica explosa˜o, com uma durac¸a˜o t´ıpica de alguns
segundos, pode emitir tanta energia em raios gama quanto o Sol vai emitir durante toda a
sua vida, ou seja, em 10 bilho˜es de anos, em todas as faixas do espectro eletromagne´tico.
Isso e´ compara´vel a transformar inteiramente a massa do Sol em energia - de acordo com
a fo´rmula de Einstein (E = mc2) - em algumas dezenas de segundos, ou emitir, durante
esse per´ıodo de tempo, a mesma energia que a nossa Gala´xia inteira emite em 100 anos.
O u´nico evento co´smico mais energe´tico do que uma explosa˜o dessas foi a pro´pria explosa˜o
inicial do universo, o Big Bang [30].
Tais eventos foram observados pela primeira vez no final dos anos 1960 [31] pelos
Sate´lites Vela (do espanhol vela: vig´ılia), desenvolvidos pelos Estados Unidos cujo objetivo
25
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foi controlar a aplicac¸a˜o do Tratado de Interdic¸a˜o Parcial de Testes Nucleares, assinado em
1963 com a antiga URSS e va´rios outros pa´ıses que dispunham de um programa de armas
nucleares. Para cumprir seus objetivos, os sate´lites foram equipados com instrumentos que
permitiam detectar Raios Gama, Raios-X e neˆutrons, emitidos por exploso˜es nucleares.
Os instrumentos desses sate´lites possibilitavam captar exploso˜es de raios gama - esses
eventos astronoˆmicos violent´ıssimos que acompanham o nascimento de buracos negros
que segue a morte de uma estrela ou uma colisa˜o de gala´xias.
Apo´s as importantes observac¸o˜es do sistema de sate´lites VELA, os estudos ci-
ent´ıficos sobre GRBs intensificaram e atualmente ja´ se tem um bom conhecimento sobre
certas caracter´ısticas f´ısicas e tipos de evento dos GRBs. Quanto aos aspectos gerais:
pulsos curtos e intensos (caracterizando fontes transientes); direc¸a˜o randoˆmica (aleato´ria)
no ce´u; distaˆncias cosmolo´gicas da origem do evento ate´ aos pontos de observac¸o˜es; faixa
de luminosidade isotro´pica (direc¸a˜o de propagac¸a˜o bem definida): 1051 - 1052 ergs/seg de
poteˆncia de cada pulso; energia estimada no in´ıcio das exploso˜es gira em torno de 1051
TeV. Quanto as espe´cies de GRBs, temos dois tipos: os de longa e de curta durac¸a˜o.
Os de longas durac¸o˜es sa˜o os a partir de 2 segundos a algumas centenas de segundos;
fosforescentes; poss´ıveis mecanismos sa˜o modelos de colapso de supernova. Os de curta
durac¸a˜o sa˜o os a partir de milione´simos de segundos a` 2 segundos; exploso˜es negras (na˜o
fosforescentes); poss´ıveis mecanismos sa˜o coliso˜es ou fuso˜es de objetos compactos tipo
fusa˜o de estrelas de neˆutrons ou de dois buracos negros.
Dentre os diversos eventos de GRBs detectados, destacamos as recentes deter-
minac¸o˜es da distaˆncia percorrida das exploso˜es de raios gama detectado em 19 de dezem-
bro de 2004 (GRB 041219A) obtidas em tempo real pelo sistema de alerta de GRBs IN-
TEGRAL (International Gamma-Ray Astrophysics Laboratory) [32, 33, 34]. A Fig.(4.1)
apresenta uma ilustrac¸a˜o do sate´lite INTEGRAL no espac¸o.
As observac¸o˜es do evento GRB 041219A se destacam em relac¸a˜o a`s outras ja´ re-
alizadas, pelo alto grau de polarizac¸a˜o observado na ra´pida emissa˜o de radiac¸a˜o gama.
Os valores medidos que usamos foram os seguintes: ∆θ(d) = 47◦ para o grau de po-
larizac¸a˜o obtidas pelas medidas feitas ao longo da durac¸a˜o da explosa˜o da radiac¸a˜o e
d = 85 Mpc = 2.6×1026cm para o limite inferior da distaˆncia da luminosidade correspon-
dente a um redshift de zred = 0.02 [22].
4.2 O Grau de Polarizac¸a˜o entre dois Fo´tons
A birrefringeˆncia do va´cuo e´ um efeito importante para que possamos obter os
limites sobre os paraˆmetros que controlam a quebra da invariaˆncia de Lorentz. Conside-
rando a Eq.(3.30), verifica-se que diferentes velocidades de grupo implicam que o vetor de
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Figura 4.1: INTEGRAL, o observato´rio de exploso˜es raios gama da ESA. Fonte: ESA
polarizac¸a˜o de uma onda plana, linearmente polarizada, gira de forma anoˆmala (atrave´s
de um aˆngulo ∆θ) em relac¸a˜o ao eixo de rotac¸a˜o, durante a propagac¸a˜o da onda, ao longo
de uma distaˆncia d. Nesse caso, a direc¸a˜o da polarizac¸a˜o pode ser estimada teoricamente
pela seguinte expressa˜o:
∆θ(d) =
[
ωb+(k)− ωb−(k)
]
d
2
. (4.1)
De modo que:
∆θ(d) ≈ ξ
2
(RHLP) k
2zd
(ΛHL)2z−1
. (4.2)
A Eq.(4.2) refere-se ao grau de radiac¸a˜o polarizada com o fenoˆmeno da birrefringeˆncia.
E´ evidente que tal variac¸a˜o depende fortemente das energias dos fo´tons e, portanto, esse
efeito poderia perturbar a quantidade de polarizac¸a˜o presente em alguma luz polarizada
viajando longas distaˆncias. Especificamente, dependendo da quantidade de informac¸a˜o
dispon´ıvel sobre o objeto espec´ıfico observado, pode-se usar este fato para lanc¸ar restric¸o˜es
sobre os paraˆmetros que violam a invariaˆncia de Lorentz nos modelos dos fo´tons de duas
maneiras diferentes [35]. Neste caso, o paraˆmetro que controla a violac¸a˜o da invariaˆncia
de Lorentz pode ser expresso como:
ξ ≈ 2∆θ(ΛHL)
2z−1
d (RHLP ) k2z
. (4.3)
Essa quantidade depende diretamente do grau de polarizac¸a˜o medido e inversamente da
distaˆncia medida da fonte ate´ o observador. Considerando que ΛHL = (RHLP )MP e
k2z = k2z2 − k2z1 , sendo k1 e k2 as energias de dois fo´tons estimadas no referencial do
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observador, podemos reescrever a Eq.(4.3) da seguinte forma:
ξ ≈ 2∆θ
d
(MP)
2z−1
(k2z2 − k2z1 )
(RHLP )
2(z−1) . (4.4)
Neste ponto, ja´ estamos em condic¸o˜es de determinar os limites superiores para o paraˆmetro
ξ no ponto de Lifshitz. Para isso, devemos considerar a Eq.(4.4) em conjunto com as medi-
das do evento GRB 041219A para ∆θ e d, mencionadas na sec¸a˜o anterior. Consideramos
que LPl ≈ 1.62 × 10−33cm como o comprimento de Planck e MP ≈ 1.22 × 1019GeV a
energia Planck. Por convenieˆncia, podemos reescrever o limite da luminosidade como
d = 85 Mpc = 1.61×1059(MP)−1. Deste modo, podemos obter os limites para intensidade
do efeito da quebra da simetria de Lorentz como,
ξ <
1, 02× 10−59M2zP
(k2z2 − k2z1 )
(RHLP)
2(z−1) . (4.5)
Neste caso, consideramos que os valores para as energias k1 e k2 podem ser
k1 ∼ 100KeV ∼ 1× 10−4GeV ∼ 0, 81× 10−23MP
k2 ∼ 350KeV ∼ 3, 5× 10−4GeV ∼ 2, 9× 10−23MP. (4.6)
Como assumimos que RHLP ∼ 10−9, a Eq. (4.5) pode ser escrita da seguinte forma:
ξ(z) .
1, 02× 10(28z−41)
[(2, 9)2z − (0, 81)2z] . (4.7)
Esse resultado corresponde diretamente a um limite superior anisotro´pico, controlado pelo
expoente cr´ıtico de Lifshitz z.
Para discutirmos as restric¸o˜es trazidas pela violac¸a˜o da invariaˆncia de Lorentz,
plotamos na, Fig.(4.2), o paraˆmetro que controla a invariaˆncia de Lorentz em func¸a˜o do
expoente cr´ıtico (ξ(z)) [16]. Para z = 1, que corresponde a um operador de dimensa˜o
cinco, encontraremos que:
ξ(z=1) .
1, 02× 10(28−41)
[(2, 9)2 − (0, 81)2] . 10
−14, (4.8)
recuperando o resultado obtido por Laurent [22]. Esse resultado impo˜e restric¸o˜es muito
fortes para apontar a inexisteˆncia desses tipos de operadores em uma ac¸a˜o de quebra
da invariaˆncia de Lorentz. Qualquer efeito com esse tipo de intensidade, podera´ ser
restringido por escalas intermedia´rias tais como a escala da supersimetria. Estas questo˜es
tambe´m foram levantadas por Bolokhov [36].
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Figura 4.2: O comportamento do paraˆmetro (ξ(z)) que controla a invariaˆncia de Lorentz
em func¸a˜o do expoente cr´ıtico. Os pontos evidenciam os valores dos expoentes cr´ıticos:
z = 1, z = 3
2
, e z = 2.
Para z = 3
2
, valor correspondente a um operador de dimensa˜o seis, verifica-se que
ξ(
z= 3
2
) . 1, 02× 10(42−41)[
(2, 9)3 − (0, 81)3] . 0, 43. (4.9)
Na auseˆncia dos efeitos do expoente cr´ıtico, encontra-se ξ . 2, 61 × 108, limite
fora da realidade para restringir qualquer efeito da quebra da invariaˆncia de Lorentz.
A introduc¸a˜o do reescalonamento anisotro´pico de Horava-Lifshitz melhora o resultado
anterior em 8 ordens de magnitude, ale´m disso, tambe´m melhora a restric¸a˜o encontrada
para decimais, algo perto da unidade onde esperamos encontrar efeitos relevantes para se
medir a ocorreˆncia da quebra da invariaˆncia de Lorentz. Finalmente, para z = 2, obtemos
que:
ξ(z=2) .
1, 02× 10(56−41)[
(2, 9)4 − (0, 81)4] . 1, 5× 1013, (4.10)
sendo este o valor correspondente a um operador de dimensa˜o sete. Esse resultado tambe´m
na˜o impo˜e qualquer restric¸a˜o real´ıstica para ocorreˆncia da invariaˆncia de Lorentz na na-
tureza.
Neste ponto, apresentaremos uma discussa˜o na qual consideramos as presentes
ana´lises fenomenolo´gicas e as comparamos com outros estudos da literatura. Considere-
mos inicialmente uma simples generalizac¸a˜o do aˆngulo que mede o grau de polarizac¸a˜o
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dada por:
∆θ(d) ≈ ξ˜
2
knd
Mn−1P
, (4.11)
em que n = 2; 3; ..., representa a ordem do operador derivativo. Portanto, para efeitos de
comparac¸a˜o com a Eq. (4.2), introduzimos a seguinte relac¸a˜o:
ξ =
[
kn−2z
RHLP
(ΛHL)
2z−1
Mn−1P
]
ξ˜. (4.12)
Enta˜o, para operadores de dimensa˜o cinco, (n = 2 e z = 1) encontramos que ξ = ξ˜,
enquanto que para operadores de dimensa˜o seis, (n = 3 e z = 3/2) encontramos que
ξ = (RHLP)ξ˜. Isto significa que o reescalonamento de Lifshitz dos operadores de altas
ordens derivativas que violam a invariaˆncia de Lorentz, isto e´, z > 1, tambe´m reescalam
(por um fator de 109) alguns limites fenomenolo´gicos obtidos atrave´s de modelos comuns
nesse tipo de estudo.
4.3 O Atraso Temporal no Voo Entre Dois Fo´tons
A nossa atenc¸a˜o nesta sec¸a˜o foi no intervalo de tempo entre duas trajeto´rias distin-
tas do fo´ton sobre a ac¸a˜o da violac¸a˜o da invariaˆncia de Lorentz. O atraso temporal, que
ocorre entre os dois fo´tons, tem uma origem fundamental sobre a expansa˜o cosmolo´gica,
devido ao comportamento anoˆmalo da propagac¸a˜o das part´ıculas dependentes da helici-
dade ou da energia, como descreve a velocidade de grupo, Eq.(3.30) do cap´ıtulo anterior.
Consideremos o intervalo de tempo:
∆t = t2 − t1 =
[ 1
vg2
− 1
vg1
]
d(z′), (4.13)
onde vg e´ a velocidade de grupo, dada pela Eq.(3.30), cuja inversa pode ser obtida pela
aproximac¸a˜o
1
vg
≈ 1∓ 2z(ξRHLP)
(
k
ΛHL
)2z−1
. (4.14)
Sendo d(z′) a distaˆncia percorrida pelo fo´ton em func¸a˜o do desvio para o vermelho
(redshift) em um universo espacialmente plano, Ωk = 0. A expressa˜o associada a essa
distaˆncia e´ dada por:
d(z′) = H−10
∫ z′
0
dz′√
Ωλ + Ωm(1 + z′)3
. (4.15)
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Aqui, H0 = 70 kms
−1 Mpc−1 e´ o valor atual do paraˆmetro de Hubble (H−1o ≈ 13, 77 bilho˜es
de anos). Enquanto que Ωλ e Ωm representam as frac¸o˜es de densidade de cosmolo´gica
constante e mate´ria no universo, respectivamente.
Inserindo as Eqs.(4.14) e (4.15) na Eq.(4.13) temos que o atraso de tempo entre
dois fo´tons com uma diferenc¸a de energia (k1 e k2), pode ser descrito em mo´dulo, atrave´s
da seguinte expressa˜o:
∆t = 2z(ξRHLP)(ΛHL)
1−2zH−10
(
k2z−12 − k2z−11
)× ∫ z′
0
dz′√
Ωλ + Ωm(1 + z′)3
. (4.16)
Resolvendo a integral para Ωλ = 0, 7 e Ωm = 0, 3, com um desvio para o vermelho
z′ = 0, 02, e usando os valores assumidos anteriormente para k1 = 0, 81 × 10−23MP,
k2 = 2, 9× 10−23MP e RHLP = 109, obteremos que:
∆t ∼ ±[1, 74zξ(z)]× 10−28z+21[(2, 9)2z−1 − (0, 81)2z−1], (4.17)
onde ξ(z) e´ dado pela Eq.(4.7). Portanto, para z = 1, o atraso de tempo e´:
∆t .
(
1, 74 · 1, 3× 10−14)× 10−28+21 [(2, 9)− (0, 81)] . 4, 7× 10−21s. (4.18)
Para z = 3
2
, e´:
∆t .
(
1, 74 · 3
2
· 0, 43
)
× 10−42+21 [(2, 9)2 − (0, 81)2] . 8, 68× 10−21s. (4.19)
Para z = 2, e´:
∆t .
(
1, 74 · 2 · 1, 5× 1013)× 10−56+21 [(2, 9)3 − (0, 81)3] . 1, 25× 10−20s. (4.20)
Os resultados obtidos a partir das Eqs.(4.18), (4.19) e (4.20) nos indicam que, ao contra´rio
a determinac¸a˜o do paraˆmetro ξ(z), o caso da determinac¸a˜o do atraso entre dois fo´tons na˜o
se altera com relac¸a˜o a modificac¸a˜o do expoente cr´ıtico z.
Cap´ıtulo 5
Concluso˜es e Perspectivas
Neste trabalho, estudamos os efeitos da violac¸a˜o da invariaˆncia de Lorentz atrave´s
de um escalonamento tipo o de Horˇava-Lifshitz. Aplicamos esse me´todo primeiramente
para o modelo de Maxwell e depois para o modelo de Myers-Pospelov. O propagador de
Feynman foi calculado explicitamente para ambos os casos. Demos eˆnfase para a relac¸a˜o
de dispersa˜o resultante do modelo Maxwell-Myers-Pospelov-Horˇava-Lifshitz atrave´s do
qual podemos efetuar ca´lculos de birrefringeˆncia (propagac¸a˜o de ondas polarizadas).
Obtivemos limites superiores para o paraˆmetro que controla a quebra da invariaˆncia
de Lorentz sobre a ac¸a˜o de va´rios valores adquiridos pelo expoente cr´ıtico de Lifshitz .
Estes limites foram determinados usando os resultados observacionais da explosa˜o de raios
gama, evento GRB 041219A.
Para o expoente cr´ıtico de Lifshitz igual a 1, que corresponde a` operadores de
dimensa˜o cinco, foram encontrados os mesmos resultados ja´ obtidos na literatura. Pela
natureza ı´nfima do resultado obtido, conclu´ımos que tais operadores na˜o sa˜o capazes de
descrever os efeitos da quebra da invariaˆncia de Lorentz na natureza. Para o expoente
cr´ıtico de Lifshitz igual a 3/2, que corresponde a operadores de dimensa˜o seis, revelou-se
que o limite para o paraˆmetro que controla a quebra da invariaˆncia de Lorentz melhorou
em 8 ordens de grandeza se comparado aos resultados que consideram a escala Horava-
Lifshitz ausente. Este limite foi o mais pro´ximo da unidade, o que pode ser relevante do
ponto de vista fenomenolo´gico. Para operadores de dimenso˜es mais elevadas, ou seja, com
expoente cr´ıtico de Lifshitz maior que 3/2, os limites obtidos realmente na˜o sa˜o capazes
de restringir nenhuma ocorreˆncia da violac¸a˜o da invariaˆncia de Lorentz na natureza.
A proposta de Myers-Pospelov para os fe´rmios e´ descrita por uma equac¸a˜o de
Dirac sobre a influeˆncia de operadores de altas ordens derivativas. Neste sentido, uma
extensa˜o natural deste trabalho e´ a de usar o escalonamento de Lifshitz aplicando na
relac¸a˜o de dispersa˜o resultante para descrever propagac¸o˜es anoˆmalas de neutrinos oriundos
de supernovas.
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Uma outra extensa˜o deste trabalho, refere-se ao estudo das poss´ıveis implicac¸o˜es
nas relac¸o˜es de dispersa˜o obtidas pelo escalonamento de Horˇava-Lifshitz sobre as equac¸o˜es
de estados termodinaˆmicos.
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